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SOMMAIRE 
On demontre que le groupe des diffeomorphismes n-analytiques crois- 
sants de 33 est un groupe simple. 
I. On utilisera indifferemment les notations “I3-analytiques” et “de 
classe C”’ ’ . . 
On utilise la notation pour lc entier O< k< w si k est fini, ou k = + 00 
ou k=w avec +co<o. 
Soit k entier 0 Q k < o, Diffk (X-j) est le groupe des diffeomorphismes 
de classe Ck ; pour k = 0 c’est le groupe des homeomorphismes de 33; si 
k> 1, f E Diffk (33) si f est C” et si pour tout x E Y3 f’(x) # 0. 
Dk (0 Q Ic< w) est le sous-groupe des diffeomorphismes croissants de ‘l3 
(p&servant l’orientation de @) ; si k> 1, f E .Dk si pour tout x E I$ f’(x) > 0. 
Remarquons que Dk est d’indice 2 dans Diffk (a) et done que Dk est 
un sous-groupe distingue de Diffk (8). 
Si k est entier 0 4 k < o, r entier 0 <r g + 00, et r Q k, Dk est un groupe 
topologique pour la 59 topologie fine. Remarquons que D” est un groupe 
topologique pour la %O topologie fine (ou encore topologie de Whitney) 
et que Dl est un 59 ouvert fin de de @(I!+), voir J. CERF [l] et J. MATHER [5]. 
D’apres le theoreme d’approximation de Whitney, voir NARASIMHAN 
5 6 de [6], D” est dense dans Dk pour k entier 1 <k < + 00 pour la %r 
topologie fine 1 <rg + 00, r< k. 
PROPOSITION 1: D” est dense ahns Do pour la W topologie Jine. 
DIZMONSTRATION : Comme D” est dense d’apres Whitney dans Dl pour 
la Vi topologie fine, il suffit de montrer que pour tout f E Dl et tout 
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voisinage V de f pour la 9 topologie fine il existe g E Dl, g E V. 
(Rappelons que V appurtenant B une base de voisignage de f eat la 
donde d’une fonction Co, h: fi -+ ‘k\*+ telle que pour tout z E Y$ h(x) > 0, 
V= {g E C”(B)lpour tout x E B, If(x)-&)1 <h(x)}). 
Pour tout voisinage V, Co fin, de f E DO, il existe une suite discdte 
arzY$ iE%, avec ~<q si ;<j, et limur= f 00 si i+ f 00, tell0 que 
si fl est l’application PL d6finie de fapon que pour ai < x< ai + 1, fl soit 
aJht3 et fi(af)=fW p our tout i E Z, alors fl E V. La &termination de fi 
se fait localement de proche en proche. Comme f est croissant, fl E DO. 
Pour obtenir g de classe Cl il suffit de lisser fl en chaque point al, 
i E Z, de telle sorte que g E ‘V et g’(x) > 0 pour z E B. C’est un probkme 
purement local bien connu. Ceci d6montre la proposition 1. 
'~I?OR&ME: D” est un groupe simple. 
LEMME 1: D” est un groupe topologiquement simple pour la 90 topologie 
Jine. 
DEMONSTRATION: Soit Q! # {Id}, un sous-groupe &sting& de D”. Soit 
a l’adhbrence de Q dans Do, B est un sous-groupe distingud de Do. On 
rappelle que le support d’un diffdomorphisme est la fermeture de l’ensemble 
{x E a[ f (x) # z}. Or le groupe DO a trois sous-groupes distingds : le groupe 
des homdomorphismes & support compact, et les deux groupes des hombo- 
morphismes A support dans une demi droite (A support aam un voisinage 
resp. de +oo et -00) (voir PINE and SCHWEIQERT [2]). Comme a! C D”, 
8= DO. Ceci d6montre le lemme 1 par Winition. 
PROPOSITION 2: Pour tout f E D”‘, f mm point jixe et f (0) > 0, (et ohnc 
f(x) > x pour x E Y@, f est C” con&gut? dalzo D* h la trandution t : x E ‘k\ + 
+x+lc’R. 
D~~MONSTRATION: f E D” d&nit une action de 5$ E C = {f”ln E Z} sur Y$ 
Soit V=n/Q la varif% de classe C” quotient de l’action de C sur n et 
z: fi -+ V la projection canonique (de classe (7). V est une varit% C” 
de dimension 1 connexe compacte et done est C” diff6omorphe au tore 
2’1 = e/Z (on ddsigne par p : B + T1 la projection canonique). D’aprbs le 
th6orAme de GRAUERT [3], V est C” diE6omorphe & Tf par un diff6o- 
morphisme g : V --f Tl et l’on suppose que g p&serve l’orientation. (Re- 
marquons que pour les vari6Ms de classe C” paracompactes de dimension 1, 
le th6or&me de Grauert rkwlte de ce que toute vari6ti ouverte complexe 
de dimension 1 est de Stein (voir CUNNING and ROSSI [4]), et done une 
complexifi6e de V est de Stein, a'0h il rtkulte que V admet un plongement 
drtns Yip (VOLT [3])). 
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D’apres la theorie des rev%ements, lee deux rev&ements G + n + I’ 
et 2, + B -+ Tl sont isomorphes comme revi%ement CO et done comme 
rev&ements C”. 11 existe g E D” tel que g(0) = 0, g o f = t o g, avec up o g= 
=g on (on a g of of-1=t*l avec t*‘(x)=% f 1 et done @of o@-l=t car 
f(O)>O). La proposition 2 est demontree. 
REMARQUE 1: Si f~Dk, Ogk=z+ c0, f sans point fixe, f(O)>O, alors 
f est Ck conjugue dans Dk A t. 
DI~NITION : Soit S C Dk, S # fi ; on d6signe par Wk(S) le sous-groupe 
distingue engendre par S dans Dk. 
~oPosITIoN 3: Pour tout k entier, 0~ k< o, le sow-groupe distingud 
engendre’ par la translation t duns Dk eat Dk (i.e. Wk(t)=Dk). 
DEMONSTRATION : Montrons que tout f E Dk est le compose de quake 
fa E Dk, i=l, . . . . 4, /=/I o . . . o f~, chaque ft &ant un diffeomorphisme sans 
point fixe ; alors d’apres la proposition 2 et la remarque 1 chaque fr est 
Ck conjugue a t ou t-1 suivant que /i(O)> 0 ou f{(O)<0 et done f E Wk(t). 
Pour voir que chaque f E Dk est le produit de 4 diffeomorphismes de 
Dk sans point fixe, remarquons que si f E DE alors Id + f E Dk, oh 
(Icl+f)(x)=x+f(x), et l’on a 
f=(Icl+f) 0 (Id+tl)-l. 
L’assertion resultera de ce que tout diffeomorphisme q~ = Id + f avec f E Dk 
s’ecrit 9 = fi 0 fs avec fs = Id + exp 0 f (i.e. pour tout x E B /s(x) = z + ef@)) 
et fi=f~~ o&l. 
Si f E Dk, fs E Dk, et fs est sans point fixe. fi est bien un diff6omorphisme 
de D* sans point fixe car si pour x E B 
alors 
k(x) = q 0 f&g =x 
c’est-a-dire que 
dx) = f2(4 
f(x) = eftz) 
ce qui n’est pas possible. Ce qui demontre la proposition 3. 
COROLLAIRE : Pour tout k entier 0 <k <w, Dk est un groupe &al ii 
son groupe des commutateurs. 
On a 
t+=&-’ 0 t-1 oh2 0 t 
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avec hs(z) = 2x et t,(z) =x+ 8. Comme tt est C” conjugue & t d’apres la 
proposition 2, le corollaire resulte de la proposition 3. 
D~~MONSTRATIONDUTH~OR~ME: Soit G # {Id} un sous-groupe distingue 
de D”, G est dense dans D” pour la W topologie fine d’apres le lemme 1. 
11 existe done f $ G, f sans point fixe (11 suffit de prendre le voisinage 
W fin de t dans D” 
et 
V-t={f ~D~(~~Blf(x)--~--lje$} 
f E V-t n G). 
D’apres la proposition 2 il existe g E D” tel que 
On a done 
et 
mais 
g-lof og=t. 
.tEG 
W”(tl C G 
W’(t) = D” 
d’apres la proposition 3, et donc 
G=D”. 
Ce qui demontre le theoreme. 
REMARQUE 2: Par les mQmes raisonnements que ceux qui precedent 
on montre que si k entier 1 Q k < + 00 et si H est un sous groupe distingue 
de Dk, alors H est contenu dans un des groupes H’“, (oh H: (resp. Hk-) 
est le sous groupe (distingue) des diffeormorphismes de Dk a support 
dans un voisinage de + 00 (resp. -cQ)). 
REMARQUE 3: Pour k entier 0 Q k < o, le groupe Dk dans V* topologie 
fine n’est pas localement connexe avec O<r < + bo et r g 0. 
En effet, soit Gk le sous-groupe : (h E Dkllim,, l o. (h(x) -x) = 01. Gk est 
sous-groupe ouvert (pour 590 topologie fine) et done ferme et done Dk 
n’est pas connexe. Soit a la composante de l’id de Dk, c’est un sous- 
groupe distingue ferme de Dk, inclus strictement dans Dk. 
Si k=w, D$={Id); si 0 < k < + 00, @ est inclus dans H’“, ou Hk_ d’apres 
la remarque 2. 
Si Dk Btait localement connexe, Dfj serait ouvert et dono H’“, ou H!- 
serait un sous-groupe ouvert, ce qui n’est pas possible. 
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